
Die Darstel lende Geometrie
als Probleml6ser
Ein le i tung
Wie ihr  Name angibt ,  beschdf t ig t  s ich d ie Darste l lende Geometr ie  ( im fo l '
genden mi t  DG abgekurzt )  vor  a l lem mi t  dem Darste l len rduml icher ,  a lso
dreid imensionaler  Objekte durch e ine (zweid imensionale)  Zeichnung.  Es
is t  das Kernproblem der  DG, den Ver lust  e i  n  e r  Dimension ohne Ver lust
an Anschaul ichkei t  oder  MaRtreue zu bewdl t igen.  MaRtreue bedeutet ,
daR die wahren Abmessungen des Objekts aus der  Zeichnung erkennbar
s ind.  Eine sowohl  anschaul iche a ls  auch maRgetreue Wiedergabe des
Objekts is t  nur  durch e in rduml iches Model l ,  n icht  aber  durch e ine Zeich-
nung  m6g l i ch .
Der Unterr icht  der  DG hat  vornehml ich das Erarbei ten der  geometr ischen
Grundlagen, das Darstellen von Objekten sowie das ,,Lesen" vorgegebe-
ner  Zeichnungen zum Inhal t .  Das , ,Lesen" is t  d ie Umkehrung des Darste l -
lens; der Wert dieser Fiihigkeit wird gerne unterschdtzt. Aber sollte ein
Gebildeter nicht im Raum ebenso Bescheid wissen wie in der Teit
(Geschichte) ,  so l l te  er  n icht  e ine Zeichnung ebenso verstehen konnen wie
einen Text?
Durch den Einsatz computergesteuerter Zeichengerdte, sogenannter
Plot ter ,  dUrf te im Anwendungsbereich der  DG das zeichner ische Element ,

soweit es nur das Dar-
stellen von Objekten be-
trif ft, etwas zurucktre-
ten.  F ig.  1 zeigt  e inen
Tei l  e ines Ringtorus,  der
von einem Plotter ge-
zeichnet wurde..Wo aber
die Mechanik gegen-
Uber der Denkarbeit in
den Hintergrund t r i t t ,  da
ble ibt  der  Mensch der
Maschine Uber legen.  In
diesem Zusammenhang
darf  darauf  h ingewiesen
werden,  daR es mi t  den

Methoden der  DG of t  mdgl ich is t ,  Probleme mi t  wenigen L in ien zeichne-
r isch zu l6sen,  d ie anders,  wenn Uberhaupt ,  nur  durch umstdndl iches Pro-
b ieren oder durch langwier ige Rechnungen zu bewi i l t igen s ind.  lm fo lgen-
den sol l  d ieser  Aspekt  der  DG an dre i  e infachen Beispie len aufgezeigt
werden.l)

1) Das Thema war Inhalt eines Forbi ldungsseminars fUr DG-Professoren, das Herr
Univ.-Prof .  Dr. Hellmuth STACHEL von 22. - 26. 11.1982 abgehalten hat und dem
diese Be isp ie le  en tnommen s ind .

Fig.  1
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Drei versch iedenarti ge Probleme

F i g . 3

Aufgabe 1:  F ig.2 is t  e in Pa-
ra l le l r iR und sol l  a ls  Nr ihe-
rung f  Ur  e in aus groRer Ent-
fernung mi t  e inem starken
Teleobjektiv aufgenomme-
nes Photo d ienen.  Das Bi ld
zeigt  e in FuBbal l tor ,  den
Ball B, seinen Schatten BS,
den Schatten einer Tor-
stange und e inen Tei l  der
Torraumgrenze, deren zur
Tor l in ie oara l le le Sei te von
dieser einen Abstand von
5,5 Metern hat.
a) lst der Ball vor oder

hinter  der  Tor l in ie?
b) Um wieviel cm ist der

Bal l  vor  oder  h inter  der
Tor l in ie?

Aufgabe 2:  F ig.  3 zeigt  e ine
Holzverbindung.  Die Gle i t -
f l i iche zwischen den bei-
den Teilen besteht aus drei
EbenenstUcken, die StoR-
fl i iche (hinten) ist lotrecht,
also zu den Tiefkanten nor-
mal. Welche Gestalt haben
die beiden Tei le  der  Holz-
verb indung?

Aufgabe 3:  Am 21.  Juni  is t
d ie Sonnendekl inat ion 6,
das is t  der  Einfa l lswinkel
der Sonnenstrahlen gegen
die Aquatorebene, am
groRten: 6 = 23,4" (Fig. 4).
a) Wo geht die Sonne am

21 .  Jun i  f rUhe r  au f ,  i n
Wien (16"0/48oN) oder
in Oslo (11 '0/60"  N)?

b)  Um wievie l  Minuten
geht  d ie Sonne in dem
einen Ort  f rUher auf  a ls
in dem anderen?

Diese drei Aufgaben wer-
den zundchst ohne L6sung
vorgestellt, um es interes-

-K
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sierten Lesern zu ermOglichen, diese Probleme selbst?indig zu bewiilt i-
gen." Es werden dazu keinerlei Kenntnisse gebraucht, die Uber den Lehr-
stoff des Geometrischen Zeichnens (3. und 4. Klasse) hinausgehen; bei
Aufgabe 3 muR man al lerd ings auch Uber geographische Koordinaten
und ihre Ubert ragung auf  e inen in Grund- und Aufr iR gegebenen Globus
Bescheid wissen.  MaRbest immungen konnen durch e ine Zeichnung
natr i r l ich nur  ndherungsweise im Rahmen der  Zeichen- und Ablesegenau-
igkei t  er fo lgen.
Diese dre i  Probleme sol len aber auch d ie Vie l fa l t  der  Sachgebiete veran-
schaul ichen,  in  denen Darste l lende Geometr ie  wirksam zu werden ver-
mag.  In der  Physik ,  der  Chemie,  der  Geographie,  um nur  e in ige Bereiche
zu nennen,  g ibt  es zahl re iche Mogl ichkei ten,  geometr isches Wissen und
K6nnen s innvol l  e inzusetzen.  Nicht  umsonst  hat  E.  COLERUS sein Buch
. ,Vom Punkt  zur  v ier ten Dimension"  mi t  der  Kapi te lUberschr i f t  , ,Die ganze
Welt  is t  Geometr ie"  e ingele i tet .

lst  der Bal l  im Tor oder nicht?
Zur Losung von Aufgabe 1a (Fig. 5):  Der Bal l  B ist  vor oder hinter der Tor-
l in ie,  je nachdem ein lotrechter,  durch B f  Uhrender Stab das Spiel feld vor

oder hinte[ der Torl in ie
tr i f f t ;  der  FuRpunkt  des Sta-
bes is t  B ' ,  der  Grundr iR von
B, sofern das Spie l fe ld a ls
waagrechte Bildebene n1
angenommen wird.  Der
Schatten des Stabes geht
von B'  aus und fUhrt  zu Bs.
Da d ie durch Sonnenl icht
erzeugten Schatten von pa-
rallelen Strecken wieder
paral le l  s ind ( , ,Paral le len-
treue" der Parallelprojek-
t ion) .  muR die Strecke BsB'
zum Schatten der Torstan-
ge paral le l  se in.  B '  l iegt  da-
her  im Schni t t  der  lo t rech-
ten Geraden durch B und

der zum Schatten der Torstange parallelen Geraden durch Bs. Die Zeich-
nung zeigt  nun,  daR der  Bal l  zum Zei tpunkt  der  Aufnahme dieses Photos
noch n icht  im Tor is t .
Zur  Losung von Aufgabe 1b (F ig.  5) :  Es wird d ie geometr ische Eigenschaf t
der ,,Teilverhdltnistreue" der Parallelprojektion benOtzt. Legt man durch
B'  e ine Paral le le zur  Tor l in ie,  so schneidet  d iese d ie rechte,  5,5 Meter  lan-
ge Torraumgrenze in einem Punkt Bo, dessen Abstand von der Torlinie der
gesuchte is t .  Man miRt  d iesen Abstand mi t te ls  e iner  55 mm langen Hi l fs-
s t recke,  auf  d ie das Tei lverhdl tn is ,  das der  Punkt  Bo auf  der  rechten Tor-
raumgrenze bestimmt, nach dem Strahlensatz ubertragen wird. Den Ldn-
gen auf  der  Hi l fsst recke entsprechen nun d ie wahren Ldngen im MaRstab
1 :  100.  Wir  messen etwa 6 mm, der  Bal l  is t  a lso zum Zei tpunkt  der  Auf-
nahme noch ungefdhr  60 cm vor  dem Tor.
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F ig .6a  F ig .6b

Wem die Beschiift igung mit solchen Problemen SpaR macht, dem wird
die folgende, durch Tei lverhii l tn isUbertragu ng zu bewiilt i  gende Auf gaoe
ohne Ldsulg angeboten: Fig. 6a, 6b zeigen zwei zur sel6en Zeit aufge-
nommene Photos, wieder durch zwei Parallelrisse qngendhert. lst der Ball
zum Zei tpunkt  der  Auf  nahme vor  oder  h inter  der  Tor l in ie?

Fig.7

60



Wie f unkt ioniert  d iese Holzverbindung ?
Zur Losung von Aufgabe 2 (F ig.  7) :  Wir  ze ichnen zundchst  nur  jene
BegrenzungsflEichen des Zapfens, die in Fig. 3 sichtbar sind, sowie den
anschlieRenden Quader. Die Schnittkante zwischen der rechten Gleit-
f l i iche (am Zapfen) und der StoRfli iche (am Quadefl muR in beiden Fli i-
chen liegen und vom Punkt P ausgehen; sie muR daher zur Vorderkante der

Gle i t f  l i iche paral le l  se in.
Denn a l le  anderen durch P
gehenden und in der StoR-
fl€iche l iegenden Strecken
sind zu dieser Vorderkante
windschief  und konnen so-
mi t  n icht  der  Gle i t f lE iche
angehoren. l )  Die Figur  l t iRt
s ich nun le icht  vervol ls tdn-
d igen,  und auch d ie zum
Zapten passende Ausneh-
mung im anderen Tei l  der
Holzverbindung is t  damit
bestimmt.

Auch im AnschluR an d iese
Aufgabe e in Beispie l  zum

Fis.8 Selbermachen:  Ste l le  d ie
drei (kongruenten) Teile der

durch Fig.8 gegebenen Holzverbindung einzeln dar!

Wo geht die Sonne frUher auf,  in Wien oder in Oslo?
Zur LOsung von Aufgabe 3a (Fig. 9): Es genUgt, das vordere n6rdliche Vier-
tel  eines Globus von bel iebigem Radius in Grund- und Aufr iR darzustel len,
wie es Fig.9 zeigt.  Darauf wird nun die Schattengrenze k am 21.6. als
zweitprojizierender Kr-eis eingezeichnet; die Kreisachse I zielt zur Sonne,
schlieRt also mit der Aquatorebene a den Winkel [ = 23,4" ein. Bei fest-
stehender Sonne bleibt der Schattenkreis konstant, wenn sich die Erde
um ihre Achse a dreht.  Man erkennt daraus leicht die Bedeutung des
nordlichen Polarkreises p (66,6"N): Auf der von ihm begrenzten Nord-
kalotte scheint am21.6. die Sonne 24 Stunden lang.
Mit  Hi l fe der geographischen Brei te von Wien konnen wir nun einen Punkt
W auf dem Globus so einzeichnen, daR er auf der Schattengrenze k liegt.
Die Zeichnung zeigt nun die Erde zu dem Zeitpunkt,  zu dem am 21.6. in
Wien die Sonne aufgeht.  Die im unteren Halbkreis l iegende, von N' ausge-
hende Strecke durch W' ist  damit  der GrundriB des 16'O-Meridians. Nun
kann auch der 1'1 'O-Meridian und mit  Hi l fe des 60'N-Brei tenkreises der
Punkt O (Oslo) in Grund- und AufriR gezeichnet Werden. O liegt auf der

1) Die L6sung der,Aufgabe beruht also auf dem Satz, daR sich durch zwei zueinan-
der windschiefe Gerade keine Ebene legen l i iBt.
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beleuchteten Hi i l f te des Globus, die sonne geht also am 21 .6. in oslo f  ru-her auf als in Wien.
Zur LOsung. vonAufgabe 3b (Fig. g): Um die Zeitspanne zu bestimmen, diezwischen dem sonnenaufgang in oslo und in Wien l iegt,  ermit teln wirGrund- und AufriB des punt<tes A auf dem 60.N-Breitenxieii, in dem oiesonne am 21.6. zur selben Zeit  aufgeht wie in wien. A hat,  wie oeicruno-
l?,z-gistteile geograp.hische LEingb, die von der geografniscnen tang"oslos um etwa 15o di f fer iert .  Die vol le Drehung-um-36b' erfolgt  in24stunden;_daraus ergibt s ich fur die 1o-Drehung ein Zeitraum uon? uinr-ten und fur die 1So-Drehung ein Zeitraum von einer stunde. Die sonnegeht also in oslo am 21. 6. um etwa eine stunde f  ruher auf als in wien.
Annticne Aufgaben_k6nnen selbstdndig zusammengestellt und gelostwerden, sofern die Deklination d des b6treffenden Ditums oet<in"ni ist.
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Fig.  10b

d nimmt von 21 .6. (Sommersonnenwende) an st€indig, aber nicht l inear
ab, erreicht am 23. 9. (Herbstanfang) einen Wert von 0' (FLg. 10a) un_d am
21.12. Mintersonnenwende) das Minimum von -23,4o (Fig. 10b).  Dann
nimmt die Det<l inat ion d wieder zu, Uberschrei tet  am 21 .3. (Fruhl ings-
anfang) die 0o-Grenze und erreicht am 21.6. wieder das Maximum von
29,4" .ltrig.10a zeigt, warum am 23. 9. und 21 . 3. Uberall auf der Erde (auRer
in den Pblen) 12 Stunden lang die Sonne scheint und 12 Stunden lang
Nacht ist. In den Polen wandert die Sonne an diesen Tagen (Aquinoktien)
24 Stunden lang am Horizont ent lang. Aus Fig. 10b ist  zu erkennen,
warum am21.1r.die Nordkalotte 24 Stunden lang im Schatten liegt, wAh-
rend auf der SUdkalotte (Antarktis) 24 Stunden lang die Sonne scheint.

Dieter Grillmayer
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